Les Fonotions de Jacobi  by Meulenbeld, B. & Robin, L.
MATHEMATICS 
LES FONOTIONS DE JACOBI 
PAR 
B. MEULENBELD ET L. ROBIN 
(Communicated by Prof. J. F. KoKSMA at the meeting of November 25, 1961) 
I. Introduction et notations 
Les fonctions de Jacobi sont les solutions de !'equation differentielle: 
{1.1) ~u du {1-z2) dz2 + [n-m-(m+n+2)z] dz + k(k+m+n+1)u=0. 
Oes fonctions et cette equation ne semblent avoir ete considerees jusqu'a 
present que pour k entier positif ou nul. Alors, !'equation (1.1) possede 
comme solution le polynome de Jacobi classique, Pk<m,n>(z); une autre 
solution, lineairement independante de celui-ci, est constituee par la 
fonction de seconde espece, Qk<m,n>(z). On trouve la definition et les 
principales proprietes de ces deux fonctions, par exemple, dans [3], 
chap. IV et dans [8] I). 
Oomme nous allons le voir, on peut supposer que les trois parametres k. 
m et n prennent des valeurs quelconques, reelles ou complexes. 
Rappelons tout d'abord que !'equation (l.l) se ramene a !'equation 
differentielle hypergeometrique d'Euler-Gauss: 
(1.2) 
en posant: 
{1.3) 
d2u du 
t(1-t) dt2 + [c-(a+b+I)t] dt- abu=O, 
z=1-2t, m=c-1, n=a+b-c, 
et k etant egal a l'une ou I' autre des deux racines de I' equation: 
{1.4) 
L'equation (1.1) se ramene aussi a !'equation des fonctions de Legendre 
generalisees : 
d2v dv [ m2 n2 J (1.5) (1-z2) dz2- 2z dz + k'(k'+1)- 2(1-z)- 2(1+z) v=O, 
en posant: 
(1.6) 
1) Toutefois, il y a lieu de remarquer que ces auteurs considerent Q~~:<m,nl(z) 
comme une fonction multiforme: pour eux, Ia coupure du plan z se reduit au 
segment ( -1, + 1). lei, au contraire, Q~~:<m,nl(z) sera rendue uniforme par un& 
coupure constituee par Ia demi-droite (- oo, + 1). 
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k verifiant I' equation du second degre: 
(1.7) k2+(m+n+I)k-k' (k' +I)+ m~n (m+n+2)=0. 
Dans ce qui suit, pour simplifier l'ecriture des formules nous poserons: 
(1.8) m+n m-n m-n m+n IX=k + - 2-, {J=k- - 2-, y=k + - 2-, b=k- - 2-. 
Sauf mention expresse, k, m et n seront trois nombres quelconques, reels 
ou complexes. 
Les fonctions multiformes, en general transcendantes, telles que 
(z -I )m/2, (z+ I )n/2 auront toujours leurs determinations principales. 
F(a, b; c; z) designera la serie hypergeometrique classique d'Euler-
Gauss. 
2. Dlfinition des fonctions de Jacobi. Quelques relations simples qui en 
decoulent 
k, met n sont supposes quelconques, et z hors de la coupure ( -oo, +I) 
qui relie les trois points de branchement transcendants ( oo, - I et +I) 
de la solution generale de !'equation (l.I). Nous definissons la fonction 
de Jacobi de premiere espece, P~c<m,n>(z), au moyen de la formule: 
(2.I) ) 
P~c<m,n>(z) = 2-k e-i(k+m)n (z -1)-m (z+ l)-n . 
4n sin (k+m)n 
<•+.H.z-.l-) (t-I)k+m (t+I)k+n dt 
. J (t-z)k+l ' 
ou C est le contour de la figure I, du meme type que celui qui a ete utilise 
par Hobson pour definir la fonction associee de Legendre de premiere 
espece. 
-1 
Fig. I. 
Pour une raison de commodite, A est pris sur le segment (I, z). Les 
arguments initiaux de t-I et de t+I en A, ont leurs valeurs principales 
(comprises entre -n et -n). 
Celui de t-z est tel que par rotation dans le sens direct sur 0, a partir 
de A, cet argument devienne nul au point de C ou t- z est reel et positif. 
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II resulte de la comparaison de la formule (2.1) et de la formule (9}, 
p. 439 de [I], que nous avons: 
(2.2) P.t<m.n>(z)= 2n r~~~tl) (z-I)-Cm/2) (z+I)-C"/2) P.,. -m,-n (z}, 
ou P.,. -m,-n(z) est la fonction de Legendre generalisee de premiere espece. 
D'autre part, toujours pour k, m et n quelconques, nous avons, d'apres 
(11}, p. 440 de [1]: 
1 (z-l)m/2 ( 1-z) 
P.,.-m.-n(z) = F(m+I) (z+I)"'2 F k+m+l, -k-n; m+l; - 2- = 
(z-l)ml2 (z+1}"'2 ( 1-z) 
= 2nF(m+l) F -k,k+m+n+l; m+l; - 2- . 
II en resulte, en portant ces expressions dans (2.2): 
(m,n) _ 2nF(k+m+1) -n. 
P.t (z) - F(k+1) F(m+1} (z+ 1) 
(2.3) · F ( k+m+l, -k-n; m+l; l;z) = 
F(k+m+1) ( 1-z) 
= F(k+1)F(m+ 1) F -k,k+m+n+l; m+l; - 2- . 
Ces deux expressions montrent que le point z= 1 n'est pas singulier 
pour la fonction P.t<m,n>(z) et que, pour cette fonction, la coupure d'uni-
formisation se reduit a la demi-droite ( -oo, -1). 
La formule (2.3) est indeterminee pour m egal a un entier negatif. 
Un passage ala limite facile [9], p. 15, permet de lever cette indetermina-
tion. En changeant de notations et rempla9ant rn par -m-1, m etant 
main tenant un entier positif ou nul, nous obtenons: 
P.t<-m-l,n>(z) = F(k+n+1) (z-l)m+l. 
(m+1)! F(k+n-m) 2 
(2.3 his) · F ( -k+m+1, k+n+l; m+2; l;z) = 
= F(k-m) F(k+n+l) (z-l)m+l p<m+l,nl( ) 
F(k+1) F(k+n-m) 2 k-m-1 z · 
Supposons maintenant k entier positif ou nul, on montre alors facile-
ment que la formule (2.1) se reduit a: 
(2.4) P.t<m,n>(z) = ~ f (~ t2 -1)k (1- t)m (1 + t)n .!:!__ 2:n:~ co+> 2 t-z l-z I+z t-z' 
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ou le contour (0+) est une courbe fermee autour de z, decrite dans le sens 
positif. Pk<m,n>(z) est le polynome de Jacobi classique 2). 
k, m et n etant a nouveau supposes quelconques, nous avons d'apres 
[4], p. 398, formule (18): 
2m-nF(k+l) F(k+n+I) 
Pa -m,-n(z) = F(k+m+n+I)F(k+m+I) • 
Il en resulte: 
N ous passons main tenant a la definition de la fonction de seconde 
espece, Qk<m,n>(z), pour z hors de la coupure (- =, + 1) et k, m et n quel-
conques. 
A cet effet, nous utilisons le meme contour que celui qui est utilise pour 
la fonction de Legendre generalisee [2], p. 444. Nous posons: 
e-i(2k+n)n 2-k-3(z -1)-m (z+ l )-n Qk<m,n>(z) = - • 
sin (k+m)n sin (k+n)n 
(2.6) 
<-H.H. -1-,1-) (t-l)k+m (t+ l)k+n 
. J, (t-z)k+l dt, 
C'est le contour de la figure 2, le point zest obligatoirement a son exterieur. 
z 
Fig. 2. 
Les arguments des binomes de l'integrandum sont choisis comme suit: 
celui de t-z en Best egal a - (n-tp), ou tp est l'angle indique sur la fig. 2, 
2) Cette formule se trouve dans [3], p. 172, avec une petite erreur, au second 
membre: il faut rajouter le facteur 1/(t-x). 
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compris entre -:n; et +n. Les arguments respectifs de t-1 et de t+1 
en D sont egaux a 0 et a 2n. 
Avec les deux conditions, 
Re (k+m)> -1 et Re (k+n)> -1, 
la formule (2.6) peut etre simplifiee, elle se reduit a: 
(2.7) 
1 (1-t)k+m (1+t)k+n Qk<m,n>(z) = 2-k-l(z -l)-m (z+ l)-n l (z _ t)k+l dt. 
Nous retrouvons la formule (28), p. 172 de [3], mais qui se trouve 
generalisee ici, puisque les auteurs de [3] supposent k entier positif ou 
nul 3). 
De la comparaison de la formule (2.6) et de la formule (1), p. 440 de 
[2], il resulte que nous avons: 
. F(k+m+1) (2.8) Qk<m,n>(z) = etmn2n F(k+ 1) (z-l)-(m/2) (z+1)-(n/2) Q"' -m,-n(z), 
ou Q"' -m,-n(z) est la fonction de Legendre generalisee de seconde espece. 
Au moyen de [4], p. 395, relation (7), nous en deduisons pour k, met n 
quelconques: 
La formule (8), p. 446 de [2]: 
Q -m,-n(z) = e-tmn 2k+m F(k+ 1) F(k+n+ l) (z-l)-k-(m/2)-1 (z+ 1)-<n/2) . 
"' F(2tX+2) 
· F(k+m+1,k+1; 2tX+2; 1 :.z)' 
combinee avec (2.8), nous donne en outre: 
formule valable pour )z-1)>2, et qui generalise (18), p. 170 de [3], qui 
suppose k entier positif ou nul. 
3) lei encore, la coupure du plan [z] doit etre constituee par la demi-droite 
(- oo, + 1), pour m et n quelconques, k entier positif ou nul, et non par 1e 
segment{- 1, + 1). S'il n'en est pas ainsi, Qk(m,n>(z) est une fonction multiforme. 
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Cette form.ule nous renseigne sur le comportement de Qk<m,n>(z) pour 
z-+ oo. En posant 
Akm,n = 2k+m+n F(k+m+1)F(k+n+1) 
F(2.x+2) 
nous en deduisons facilement: 
n en resulte que, pour Qk<m,n>(z), le point a l'infini est un point de 
branchement transcendant, sauf si k+m+n est un nombre rationnel, 
auquel cas c'est un point de branchement algebrique. Si k+m+n+ 1 est 
un entier positif ou nul, le point a l'in:fini est un point regulier. Si cette 
quantite est un entier negatif, c'est un pole. 
La coupure d'uniformation se reduit au segment ( -1, +1) pour 
k+m+n entier. 
La formule (2.9 bis) nous permet aussi d'evaluer la discontinuite de la 
fonction Qk<m,n>(z), le long de la demi-droite ( -oo, -1). Soit: 
z= -x± i·O, avec x>l. 
La formule (2.9 bis) nous donne: 
Qk<m,n>(- X± i. 0) = - 2k+m+n F(k+m+ 1) F(k+n+ 1) • 
F(2.x+2) 
. e=Fi(k+m+n>"(x+1)-k-m-1 (x-1)-n F( k+1,k+m+ 1; 2.x+2; x! 1), 
. . . F(k+m+1) F(k+n+1) Qk(m,n) (-x+~. 0)-Qk<m,n) (-X-~ ··0) = ~. 2k+m+n+l , 
F(2.x+2) 
. sin (k+m+n)n (x+1)-k-m-1 (x-1)-n F ( k+1, k+m+1; 2.x+2; x~ 1). 
Appliquons la formule de transformation d'Euler: 
F(.x,{3; y; t) = (1-t)-'" F ( .x,y-{3; y; t~ 1). 
Nous obtenons: 
25I 
Et par suite: 
(2.9 
quater) 
Qk<m,n>( -x+i·O)-Qk<m,n>( -X-i·O)=i2k+m+n+l . 
. F(k+m+I)F(k+n+I). sin(k+m+n)n(x+I)-m(x-I)-k-n-l · 
F(2.x+2) 
· F( k+I,k+n+I; 2.x+2; I~x) = i2sin (k+m+n)n Qk<n,m>(x), 
formule valable pour x> I 4). 
N ous passons main tenant a la definition de la fonction de seconde 
espece, sur le segment (-I, +I). Nous remplac;ons z par x, -I<x<l, 
et ecrivons, par definition, pour k, m et n quelconques: 
La fonction Qk<m,n>(x), ainsi definie1 verifie evidemment !'equation de 
Jacobi (I.I), puisque chacune des deux fonctions du second membre de 
(2.IO) verifie cette equation. D'autre part, les deux points ± I sont des 
points de branchement pour la fonction Qk<m,n>(z) qui est bien discontinue, 
en general, sur le segment (-I <z< I). Ce resultat est, du reste, precise 
ci-dessous, formule (2.I5). Remarquons encore que la formule de definition 
(2.IO) generalise, pour k quelconque, la definition de Szego de cette 
fonction de seconde espece, faite pour k entier positif ou nul [3], p. I71. 
La relation (2.2) ci-dessus, jointe a: 
pkm,n(x) = etm(n/2) pkm,n(x+i. O), 
nous donne: 
) 
Pk<m,n>(x)=Pk<m,n>(x+i·0)=2n. 
(2.11) F(k+m+ I) 
. F(k+I) (I-x)-(m/2) (I+x)-(n/2) P .. -m,-n(x), 
ou encore, compte tenu de [5], p. 560, form. (8): 
(2.I2) )
Pk<m,n>(x)=2m F(k+n+I) (I-x)-(m/2)(I+x)-(n/2). 
F(k+m+n+I) 
• [cos mn P .. m,n(x)- ~sin mn Q .. m.n(x)J. 
De leur cote, les formules (7), p. 560 de [5] et (2.9) ci-dessus nous 
permettent d'ecrire: 
Qk<m,n>(x± i· 0) =2m F(k+n+I) (I-x)-(m/2) (I+x)-(n/2) . 
F(k+m+n+I) (2.I3) 
. [ Q,.m,n(x) + i ~ P .. m.n(x)J. 
4) Pour 1 <a:< 3, la aerie de (2.9 quater) est divergente. Elle doit alors 
etre remplacee par son prolongement analytique. II en est de m~me pour x = 3, 
si Re (m) < - 1. 
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Ensuite, nous deduisons de (2.9), (2.10) et la definition de Q~cm,n(x), 
[5], p. 557, form. (2): 
(2.14) Q~c<m,n>(x) =2m T(k+n+ 1) (1-x)-(m/2) (1+x)-(n/2) Q m,n(x) 
T(k+m+n+1) "' · 
Enfin, la relation (7), p. 560 de [5], jointe a (2.14), (2.12) et (2.9) nous 
permet d'ecrire: 
(2.15) cos mn Qlc<m,nJ(x ± i · 0) = e'fim" Qlc<m,n>(x) =f i i P1c<m,nJ(x), 
toujours pour k, m et n quelconques. 
Nous deduisons immediatement de (2.15): 
. \ cos mn [Qk<m,nl(x+iO)- Qlc<m,n>(x- iO)] 
<2·15 his) ( = - 2i sin mn Qlc<m,n>(x)- in Plc(m,n>(x). 
Pour m entier, positif, negatif ou nul, nous avons: 
(2.15 ter) Qlc<m,n>(x+i. 0)- Qlc<m,n>(x- i. 0) = i( -1 )m+l n P1c<m,nJ(x), 
formule qui generalise (4.62.8), p. 79 de [8]. 
3. Relations linea ires et homogenes entre fonctions de Jacobi qui sont 
solutions de la meme equation differentielle 
L'equation (1.1) ne change pas lorsque l'on fait l'une ou l'autre des 
deux operations suivantes: 
1°. remplacer k par -k-m-n-1. 
2°. echanger m et n et rem placer z par - z. 
II en resulte six nouvelles solutions: P~IC~m-n- 1(z), Q~k''':!m-n- 1 (z), 
Plc(n,m)( -z), Qlc(n,m)( -z), P~ic".!!m-n-1( -z), Q~k".!!m-n-1( -z). 
Mais toutes ces six solutions ne sont pas reellement distinctes entre 
elles et distinctes des deux solutions definies au paragraphe precedent. 
Nous allons voir que P~IC~m-n- 1 (z) est proportionnelle a P1c<m,n>(z) et 
Qlc<n,m)( -z) a Qlc<m,n)(z), le facteur de proportionnalite etant fonction, 
dans chaque cas, de k, met n. II en resulte que !'equation (1.1) ne possede 
que quatre solutions distinctes: 
plc(m,n)(z), Qlc<m,n)(z), Q~k~m-n-1(z) et plc(n,m)( -z). 
Naturellement, chacune des deux dernieres s'exprime au moyen d'une 
forme lineaire des deux premieres. 
OccupQns-nous d'abord de P~IC~m-n- 1(z). Par application de [6], p. 186: 
Plcm,n(z) = P~·:_ 1 (z), 
et de (2.2), nous obtenons: 
p (-m,-nl(z) = T(- b) T(P+1) p<-m.-n>(z) 
"' T( -y) T(<X+ 1) -a- 1 ' 
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d'ou nous deduisons facilement, en rempla<;ant d'abord m et n par 
-m et -n, puis k par k+(m+n)f2: 
(3.1) P (m,n) ) _ F( -k-m-n) F(k+m+1) pcm nl ( ) 
k (z - F( -k-n) F(k+1) -k-m-n-1 z ' 
relation valable pour z hors de la coupure ( -CXJ, -1). 
Nous passons a Qk<n,m>(-z). [4], p. 399, form. (25): 
et<±k-m+n)n F({J+1) 
Qk<n,ml( -z) = - 2n-m F(y+1) Qkm,n(z), 
jointe a (2.8) nous donne: 
(3.2) 
ou, dans l'exponentielle, le signe a choisir est celui de Im z. Cette formule 
est valable pour z hors de l'axe reel. 
De (3.1) resulte aussi la relation entre Pk<n,ml( -z) et P'!!ic~m-n- 1 ( -z), et 
de (3.2) celle entre Q~k~m-n- 1(z) et Q'!!;.~m-n- 1 ( -z). 
Cherchons maintenant a exprimer Q~k~m-n- 1(z) en fonction de Pk<m,n>(z) 
et de Qk<m,n>(z). [4], p. 395, relation (9) 5), 
sin rxn sin y:rc Qkm,n(z)- sin p:rc sin ():n; Q~·:_ 1(z)= eimn ~ sin 2k:rc Pkm,n(z), 
devient par application des formules (2.2) et (2.8), 
Prem,n(z) = 2n ~~;!~~ (z-1)-(m/2) (z+1)-(n/2) P,.<-m,-nl(z), 
Qkm,n(z)= eimn 2n ~~;!~~ (z-1)-(m/2) (z+1)-(n/2) Q,.<-m,-nl(z): 
sin iX:rl sin y:rc Q <-m,-nl(z)- F(- tJ) F(P+ 1) · 
'" F( -y) F(1X+1) 
• sin p:rc sin ():n; Qt"l~::L"l(z) = ~ sin 2k:rc P,.<-m,-nl(z), 
ou encore, par application de la formule des complements, ensuite en 
rempla<;ant m et n par - m et - n, puis k par IX: I. k Q (m l() :rcF(k+n+1) sm :rc k ,n z + F(k+1) F( -k-m) F(k+m+n+1) · (3.3) 
• Q<m.nl ( ) = ~sin (2k+m+n) :rc p (m,nl( ) 
-k-m-n-1 z 2 sin (k+n) :rc k z ' 
oil z est hors de la coupure (- CXJ, - 1 ). 
5) Dans [4], cette relation est Iegerement errom~e, ala seconde ligne, le signe + 
est 8. remplacer par le signe - . 
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Pour k entier positif ou nul (cas des polynomes de Jacobi) 6), cette 
relation se simplifie et Q~,;~m-n- 1(z) devient proportionnelle au polynome 
Pk<m,n>(z): 
kl F( -m-k) F(m+n+k+1) 
Q~k~m-n-l(z) = ( -1)k 2F(n+k+1) · 
(3.4) sin(m+n)n n kl F(m+n+k+1) 
· sin nn Pk<m,n>(z)=- 2 F(m+k+1)F(n+k+1) 
sin (m+n) n p < >( ) 
• • • k m,n Z 
s1n mn s1n nn 
ou z est absolument quelconque [meme sur la coupure ( -oo, +1)]. 
Considerons maintenant Pk<n,m>( -z). Nous appliquons [4], p. 398, 
form. (21). En rempla9ant met n par-met -n, puis k par k+(m+n)J2, 
cette relation s'ecrit: 
T(k+m+1) p -n.-m( -z) = e±i(m-n)n/2 2n-m . 
IX F(k-n+1) 
. [- ~ eimn sin kn QIX-m,-n(z)+e=Fi(k+m)n PIX -m,-n(z)J. 
Par application de (2.2) et (2.8), nous obtenons facilement: 
(3.5) Pk<n,m>( -z) = - ~ e±imn sin kn Qk<m,n>(z)+e=Fikn Pk<m.n>(z), 
n 
relation valable pour z hors de l'axe reel, et ou, comme precedemment, 
le signe superieur est a choisir dans I' exponentielle pour I mz > 0, et le 
signe inferieur pour I mz < 0. 
Pour k entier positif ou nul, il y a une simplification evidente et la 
relation devient valable quel que soit z (il n'y a plus de coupure). 
Nous passons a Z=X, -1<x<l. Nous avons a exprimer les trois 
fonctions Qk<n,m>( -x), Q~k~m-n- 1 (x) et Pk<n,m>( -x), au moyen Pk<m,n>(x) 
et de Qk<m,n>(x). 
Soit d'abord Qk<n,m>( -x). La formule (11), p. 561 de [5] s'ecrit, en 
rempla9ant k par k+(m+n)/2=c:x: 
Q n,m( -X)= -2m-n F(k+n+1) . 
IX F(k+m+1) 
• [cos (k+m+n)n QIXm,n(x) +~sin (k+m+n)n PIXm,n(x)J. 
Ensuite, (2.14) nous sert a exprimer Qn.m( -x) en fonction de Qk<n,m>( -x) 
et QIXm,n(x) en fonction de Qk<m,n>(x); PIXm,n(x) est exprime en fonction 
de Pk<m,n>(x) et de Qk<m,n>(x), au moyen de (2.12) et de (2.14). En reportant 
&) Pour k entier negatif, la relation (3.3) disparait. 
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dans la relation precedente, nous obtenons: 
~ - cos m:n: Qk<n,m>( -x) = 
<3·6) l =cos (k+n):n: Qk<m,n>(x)+ ~sin (k+m+n):n: Pk<m,n>(x). 
Pour Q~li:~m-n- 1(x), nous appliquons (3.3) avec z=x± i·O et la definition 
(2.10) de Qk<m,n>(x). (3.3) reste valable avec z=x et peut s'ecrire: 
(3.7) . ) 
F( -k) F(k+n+1) (m,n) _ 
F( -k-m) F(k+m+n+1) Q-k-m-n-l(x)-
:n; Sill 2~:n; 
= Qk<m,n>(x) _ _ . . Pk<m,n>(x). 
2 Sill k:n: Sill (k+n):n; 
Pour Pk<n,m>( -x), nous ecrivons (3.5) avec z=x+i·O: 
Pk<n,m>(- x) = - ~ etmn sin k:n: Qk<m,n>(x+i · O)+e-tkn Pk<m,n>(x). 
:n; . 
Ensuite, Qk<m,n>(x+i· 0) est donnee par (2.15), et il vient apres une 
reduction facile: 
(3.8) cos m:n: Pk<n,m>( -x) =cos (k+m):n: Pk<m,n>(x) -~sin k:n: Qk<m,n>(x). 
:n; 
4. Relations lineaires et homogenes entre diverses fonctions de Jacobi 
Les deux relations (4) et (5) de [4], p. 394, Rkm,-n(z)=2-n Rkm,n(z) 
(R designe P ou Q), jointes a (2.2) et (2.8) ci-dessus, nous permettent 
d'ecrire: 
(4.1) 
ou R designe encore P ou Q. Cette relation est valable quel que soit z, 
hors de la demi-droite (- oo, -1). Pour P c'est evident, pour Q cela resulte 
immediatement de la definition (2.10) de Qk<m,n>(x). 
La relation (7) de [4], p. 395, qui peut s'ecrire: 
F(k-m+ 1) F(k-m-n+ 1) Q -m,-n(z)=e-,2mn2m-n Q m,n(z) ~ F(k-n+1) F(k+1) ~ ' 
jointe a (2.9), nous donne: 
(4.2) Qk<-m,-n)(z) = 2-m-n(z-1)m (z+ 1)n Qj."!::;l_ 11(z), 
formule qui suppose cette fois z hors de la coupure (- oo, + 1 ). 
La relation correspondante pour les fonctions de premiere espece nous 
est fournie par (18), p. 398, de [4], que nous ecrivons: 
P -m,-n(z)= 2m-n F(k-m-n+1)F(k-m+1) . 
1 F(k+1) F(k-n+1) 
. [P6m,n(z) - ~ e-'m" sin m:n: Q6m,n(z)J. 
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Par application de (2.9) et (2.5), nous exprimons les fonctions de Legendre 
generalisees au moyen de celles de Jacobi. Nous obtenons, compte tenu 
de (4.2): 
(4.3) Pk<-m,-n>(z)=2-m-n(z-1)m (z+1)" [pk~::l-n(z)+~ sinmnQk~::l-n(z)J, 
formule encore valable pour z hors de la coupure ( -oo, +1). 
Appliquons maintenant la formule (6), p. 395 de [4], qui peut s'ecrire: 
F(k-m+n+1)F(k-m+1) Q -m,n(z) = e-t2mn 2m Q m,n(z) fl F(k+n+1) F(k+1) fl . 
La formule (2.9) que nous ecrivons: 
nous donne alors: 
(4.4) Q (-m,n>(z) =2-m F(k+n+1)F(k-m+1) (z-1)m QCm,nl(z) 
k F(k-m+n+1)F(k+1) k-m ' 
formule qui suppose z hors de la coupure ( -oo, +1). 
L'expression correspondante de Pk<-m,n>(z) nous est fournie par la 
relation (20), p. 398 de [4]. Nous l'ecrivons: 
p -m,n( )= 2m F(k-m+n+1)F(k-m+1) , fl z F(k+n+1) F(k+1) 
. [pflm,n(z)- ~ e-imn sin mn Qpm,n(z)J. 
(2.9) et (2.5) nous donnent ensuite, compte tenu de ( 4.4): 
(4.5) 
p (-m,n>() = 2_m F(k+n+1)F(k-m+1) ( _ 1)m. 
" z F(k-m+n+1)F(k+1) z 
· [pk~::l(z) +~sin mn Qk~::l(z)J, 
formule encore valable pour z hors de la coupure (- oo, + 1 ). 
II y a une simplification evidente pour m entier. 
Partons maintenant de la formule (1), p. 356 de [7], que nous ecrivons: 
Q;,.2?:uf2-n (::-~) = _ e-i2kn2k-(m/2)-1 F( _ 15) F( -{3) (z-1)i pk-m,-n(z). 
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Appliquons (2.8) et (2.2): 
Q-2k-1 -n (z+3) <m-l)J2 z-1 = 
=- e-i2k"2-(n/2) F( -{3) 22k+l (z+I)n/2 Q<2k+1.n) (z+3) 
F(y+I)(z-l)k+t z-1 -{3-I z-1 • 
pk-m,-n(z) = 2-n F(~+I) (z-I)m/2 (z+l)n/2 p 6 (m,n>(z) F(y+I) . 
N ous o btenons: 
ou encore: 
(4.6) pk(m,n)(z) = _ si:kn 2k+m+n+2(z-I)-k-m-n-1 Q<:T;~~·~'\ (:~D, 
formule qui suppose z hors de la coupure ( -oo, +I). 
Elle peut aussi se demontrer au moyen de (2.3) et de (2.9 bis). 
Rempla<;ons dans (4.6) m par -2k-m-n-1, et k par k+m, nous 
obtenons: 
p<- 2k-m-n- 1.n)(z) =-~sin (k+m)n 2-k+l(z-I)k Q<m.n) (z+ 3) k+m n -k-m-n-1 z-1 . 
Supposez maintenant k entier ;:;;; 0. 
Nous trouvons, usant (3.4): 
Pt:;_~-m-n-l,n)(z) = 
= ( -l)k2-kk! (z-l)k F(k+m+n+I) sin (m+n)n Pk<m,n> (z+3) 
F(k+m+I) F(k+n+l) sin nn z-1 • 
ou remplagant m par -2k-m-n-l: 
p<m.n) (z) = (- 2)-k(z-l)kk! F(- k-m) sinmn P <-2k-m-n-l,n) (z+3) 
-k-m-n-1 F( -k-m-n) F(k+n+I) sin nn k z-1 · 
Par application de la formule (3.1) nous obtenons: 
(4.6 bis) Pk<m,n>(z) = c~zr Pk<-2k-m-n-l,n> (:~~) 
Cette formule se trouve dans [8], p. 64 (4.22.1). 
(k entier ;:;;; 0). 
Donnons main tenant deux relations relatives a z =X, - l <X< I. La. 
formule (8), p. 560 de [5] s'ecrit: 
F(~+I)F({J+I)[ 2. J Pt-m,-n(x) = 2m-n cosmnPkm,n(x)-- sm mn Qkm,n(x) . F(~X+I)F(y+l) n 
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Nous tirons de (2.11) et de (2.14): 
pk-m,-n(x) = 2-n F(~+ 1 ) (1-x)m/2(1+x)n/2P.,<m,n)(x) 
F(y+1) ' 
pkm,n(x) = 2n ~~;! ~~ (1-x)-(m/2) (1+x)-(n/2) P,.<-m,-n>(x), 
Qkm,n(x) =2-m F(~X+ 1) (1-x)m/2 (1+x)-(n/2) Q.,<m,n>(x) 
F(fJ+ 1) . 
II en resulte : 
~ 2m+n cos mn P .. <-m,-n>(x) = (1-x)m (l+x)n · 
(4·7) ~ . [P.,<m,n>(x) +~sin mn Q.,<-m,n>(x)], 
relation valable pour k, m et n quelconque. II y a une simplification 
evidente pour m entier. 
D'une fa9on analogue, la formule (9), p. 560 de [5], 
Qk-m,-n(x) = 2m-n F(~+ 1 ) F(fJ+ 1) [cosmnQkm,n(x) +~sinmn Pkm,n(x)J F(~X+1)F(y+1) 2 ' 
jointe a (2.11) et (2.14), nous donne: 
(4.8) ~ 2m+n cos mn Q,.<-m,-n>(x) = [(1-x)m (1+x: · J 
~ · Q.,<m,n>(x) - 2 sin mn P.,<m,n>(x) , 
avec la meme simplification pour m entier. 
Delft, Technological University. 
Issy les Moulineaux (Seine), 
Centre National d'Etudes des Telecommunications. 
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